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GLAVA

11

Randomizirani algoritmi

U ovom poglavlju izu¢avamo randomizirane algoritme koji mogu da na
slu¢ajni nacin biraju slede¢i korak za izvrSavanje prilikom obrade ulaznih po-
dataka. Da bi slucajno odabrali narednu granu izvr§avanja, podrazumevamo
da ovi algoritmi to rade na osnovu sluc¢ajnog izbora elementa iz neke kombi-
natorne strukture kao $to su skupovi ili grafovi. Tipi¢no, ovi algoritmi mogu
izabrati sluCajni element iz datog skupa, ili izabrati slu¢ajnu granu grafa sa
datim osobinama, ili generisati slu¢ajnu permutaciju od svih moguéih per-
mutacija date duzine. Ne samo to, sve ove operacije se smatraju osnovnim
operacijama koje se izvrSavaju za neko jedini¢no vreme.

UopSteno govoreci, neki algoritam nazivamo randomiziranim ako je nje-
govo izvrSavanje odredeno ne samo ulaznim podacima, nego i sluc¢ajnim is-
hodima nekog eksperimenta. Ovi ishodi se obi¢no simuliraju ,slu¢ajnim”
brojnim vrednostima koje se dobijaju kao rezultati deterministickih algori-
tama. Pri tome, ovi brojevi se statisticki ne razlikuju od pravih slucajnih bro-
jeva, pa se zato nazivaju pseudoslucajni brojevi. Naravno, dodatno se podra-
zumeva da se ovakvi brojevi koji izgledaju slu¢ajno mogu pojedinacno gene-
risati za konstantno vreme.

Vazno je razumeti da randomizirani algoritmi i probabilisticka analiza al-
goritama nisu isti koncept. U probabilistickoj analizi se deterministicki algo-
ritam analizira pretpostavljajuéi slu¢ajne ulazne podatke. Na primer, za pro-
blem sortiranja niza moZemo analizirati deterministicki algoritam quick-sort
(tj. kada je izbor pivot elementa unapred odreden) za ulazne podatke koji su
slucajna permutacija od n elemenata. Nasuprot tome, randomizirani algo-
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ritmi koriste slucajne ishode za izbor grana izvr§avanja, Sto se svodi na izbor
deterministickog algoritma iz kolekcije algoritama. Pored toga, randomizirani
algoritmi obezbeduju nezavisnost od ,najgorih” ulaznih podataka.

Zasto bibilo korisno imati algoritme koji se pona3aju slucajno? Dve glavne
prednosti randomiziranih algoritama su brzina i jednostavnost. Za mnoge
probleme, randomizirani algoritmi su brzi od poznatih najboljih determini-
stickih algoritama. Pored toga, mnoge randomizirane algoritme je lakse ra-
zumeti i programski realizovati od deterministickih algoritama sli¢cne efika-
snosti. (Zbog jednostavnosti su randomizirani algoritmi esto i pouzdaniji od
svojih deterministickih pandana.) Prema tome, za mnoge probleme su ran-
domizirani algoritmi najprostiji ili brZi ili oboje.

Pre nego $to ilustrujemo neke osnovne principe dizajna i analize rando-
miziranih algoritama, razmotricemo problem generisanja slu¢ajnih ishoda
koji se koriste u randomiziranim algoritmima. Naime, postavlja se pitanje
kako simulirati slu¢ajnost u okviru inherentno deterministickih racunara na
kojima se izvr8avaju randomizirani algoritmi. Da bismo odgovorili na ovo pi-
tanje, u narednom odeljku ¢emo posvetiti ve¢u paznju generisanju pseudo-
slucajnih brojeva. Pri tome se ograni¢avamo samo na uniformnu raspodelu
ovih brojeva i ne¢emo se baviti opstijim problemom drugih raspodela vero-
vatnoce.

11.1 Slucajni brojevi

Simuliranje stohastickih procesa na racunarima zahteva neki izvor slucaj-
nosti. Na primer, pretpostavimo da treba da simuliramo bacanje fer kocke. To
moZemo posti¢i najpre uzimanjem broja sekundi aktuelnog tacnog vremena,
zatim deljenjem tog broja sa 10 i, na kraju, dodavanjem 1. Jedan od nedosta-
taka ovog pristupa je to Sto ga ne moZemo koristiti ukoliko eksperiment treba
da ponovimo vise puta. Naime, dobili bismo isti rezultat viSestrukog bacanja
kocke u intervalu od 10 sekundi, §to je veliki vremenski interval za racunare,
i zato bi takav eksperiment izgledao vrlo neslucajno. Dakle, ovaj metod nije
mnogo prakti¢an za racunarske primene, narocito zbog toga sto je obi¢no po-
trebno generisati milione slucajnih brojeva. Ono $to nam treba je dugacak niz
brojeva sa istim osobinama kao niz slucajnih brojeva. U ovom odeljku éemo
opisati dva metoda za generisanje nizova brojeva koji imitiraju prave slucajne
brojeve.

U praksi, brojevi koji izgledaju slucajni se na racunaru generisu potpuno
deterministickim algoritmima i zato to nikako ne mogu biti slu€ajni brojevi.
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Drugim rec¢ima, ako bi se ovi algoritmi izvr§ili u drugo vreme ili na drugim ra-
¢unarima sa istim pocetnim stanjem internih podataka, dobijeni niz brojeva
bi bio potpuno isti. To je razlog zbog kojeg se ovi brojevi nazivaju pseudoslu-
Cajni brojevi, a algoritmi koji ih proizvode se nazivaju generatori pseudoslu-
¢ajnih brojeva. Ipak, uz malu nepreciznost ¢emo izraze ,slucajni” i ,pseudo-
slu¢ajni” koristiti ravnopravno, osim kada ih je vazno razlikovati.

Pravu slucajnost je nemoguce dobiti na deterministickom racunaru, pa
se zato zadovoljavamo generatorom pseudoslucajnih brojeva takvim da do-
bijeni niz brojeva prolazi ve¢inu statistickih testova sluc¢ajnosti. Svi generatori
pseudoslucajnih brojeva padaju na nekom statistiCkom testu, ali lo$i genera-
tori padaju na prostim testovima i dobri generatori padaju na komplikovanim
testovima. PoSto ne postoji univerzalna kolekcija testova Ciji prolaz garantuje
da je dati generator potpuno pouzdan, generatori pseudoslucajnih brojeva
se konstruiSu na osnovu ozbiljne matematicke analize njihovih strukturalnih
osobina.

Pretpostavimo da nam trebaju slucajni prirodni brojevi u intervalu izme-
du 0 i nekog pozitivnog celog broja m, uniformno rasporedeni. Kod uni-
formne raspodele, svi priridni brojevi u datom intervalu su jednakoverovatni.
Da bismo proizveli slucajne realne brojeve koji su uniformno rasporedeni u
intervalu [0, 1], ove slu¢ajne prirodne brojeve moZemo jednostavno podeliti
sa m. Vecina drugih raspodela (normalna, geometrijska, Puasonova) moZe se
dobiti na osnovu uniformne raspodele primenom odgovarajucih transforma-
cija na uniformne slucajne brojeve. Posto to izlazi iz okvira ove knjige, paZznju
¢emo posvetiti samo generatorima uniformnih slucajnih brojeva.

Linearni kongruentni generator

Jedan od najprostijih i najces¢e koriséenih uniformnih generatora je li-
nearni kongruentni generator (ili krace LKG). To svakako nije i najbolji ge-
nerator, ali je zadovaoljavajuci u primenama u kojima se traZzi samo dobra
aproksimacija niza slucajnih brojeva. Za pocetnu vrednost xp, (0 < x9 < m),
LKG izracunava niz prirodnih brojeva xi, x»,... izmedu 0 i m — 1 na osnovu
rekurentne formule

Xi+1=ax; (mod m),

zai=0,1,...,gdesua (1l <a<m)im paZljivo izabrani prirodni brojevi. U
stvari, ovo se naziva multiplikativni linearni kongruentni generator, jer naj-
opstiji linearni kongruentni generator sadrZi dodatnu celobrojnu konstantu b
i dat je izrazom x;4; = ax; + b (mod m). Posto se u praksi skoro uvek uzima
daje b =0, ovaj specijalni slucaj zvacemo krace LKG.



CET Citali$te 71 - Jul 2008. Osnove dizajna i analize algoritama (1) - CET, 2008.

360 Randomizirani algoritmi

Broj xp od koga pocinje niz se naziva seme. Ako je xy = 0, tada niz nije
slu¢ajan jer se dobijaju sve nule. Ako je m prost broj, tada ¢lanovi niza x;
nikad nisu 0. Na primer, ako su m =11, a = 3 i seme x( = 1, tada se generisu
brojevi

3,9,5,4,1,3,9,....

Kada se prvi put neki broj generiSe po drugi put (broj 3 u ovom slucaju),
dobijamo podniz koji se ponavlja. U prethodnom primeru, duzina podniza
koji se stalno ponavlja je 5 brojeva; to se naziva period celog niza. U opStem
slu¢aju, posto imamo m mogucéih brojeva za ¢lanove niza, najduzi moguci
period je m. Ako je m prost broj, tj. 0 se nikad ne dobija, maksimalni period je
m— 1. Na primer, ako su m =11, a =7 iseme x; = 1, tada se generiSu brojevi

7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,7,5,....

U ovom slucaju, duZina podniza koji se ponavlja je m —1 = 10 brojeva, §to je
najbolja moguca vrednost.

Ako je m prost broj, razne vrednosti za a daju pun period m—1 (nezavisno
od vrednosti semena). Takvi linearni kongruentni generatori se nazivaju line-
arni kongruentni generatori punog perioda. Da bi se napravio LKG punog
perioda koristeéi 32-bitnu celobrojnu aritmetiku, m se bira tako da to bude
veliki 31-bitni prost broj kako bi period bio dovoljno velik za ve¢inu primena.
Oznaceni 32-bitni broj leZi u intervalu izmedu —23! i 23! — 1. Sre¢om, najveci
mogudi pozitivni ceo broj 23! — 1 = 2147483647 jeste prost broj, pa on pred-
stavlja idealan izbor za m. Za ovaj konkretan prost broj, neke vrednosti za a
kao $to su a = 16807 ili @ = 48271 imaju prednost nad ostalim, jer tako dobi-
jeni linearni kongruentni generatori imaju tri osobine koje se inace traze od
dobrih generatora:

1. LKG treba da bude punog perioda;
2. Generisani niz brojeva mora proc¢i nekoliko statistickih testova slucajnosti;

3. Niz brojeva treba da se efikasno izracunava koriste¢i 32-bitnu aritmetiku
bez prekoracenja.

Treba naglasiti da su ovi generatori vrlo osetljivi, jer male promene para-
metara mogu potpuno pokvariti njihovu ,slu¢ajnost”. Na primer, LKG oblika

Xj+1 =48271x;+1 (mod 231 —1),
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izgleda moZda nekako viSe slu€ajan. Medutim, posto je
Xi+1 =48271-179424105+1 (mod 23! — 1) = 179424105,

ako za seme uzmemo broj 179424105, dobijamo generator ¢iji je period 1!
Prema tome, bez neke preke potrebe za promenom, treba koristiti generatore
koji su dobro prostudirani.

Treca od navedenih osobina na prvi pogled izgleda nevazno, jer bismo
mogli re¢i da prekoracenje prilikom izracunavanja zapravo doprinosi slucaj-
nosti rezultata. Ipak to nije tako, jer inae ne bismo imali garanciju punog
perioda. Nazalost, za aktuelni pseudoslucajni broj s, ako bismo sledeéi broj u
nizu naivno racunali naredbom dodele u obliku

s = (a * s) mod m;

gotovo sigurno bismo viSestrukim mnoZenjem dobili prekoracenje rezultata
kod vecine racunara koji rade sa 32-bitnim celim brojevima. Ali se moZe po-
kazati da je izraCunavanje izraza x;+; = ax; (mod m) bez prekoracenja izvo-
dljivo, i to malom izmenom redosleda racunjanja.

Da bismo ovo pokazali, neka su g i r koli¢nik i ostatak pri celobrojnom
deljenju msa a, tj. g =|m/alir=m (mod a)=m—-aq=m—-alm/al. Tada,

Xj+1=ax; (mod m)
=ax;—mlax;/m]
=ax;i—m|x;/q| +m|x;i/q| - mlax;/m]
=ax;—m|xi/q| +m(|xi/q| - laxi/m]).
Da bismo uprostili pisanje, za fiksirane vrednosti parametara m i a, oznac¢imo
5(x;) = |xi/q| - lax;/ m]. DakKle,
Xi+1 = ax;—m|xi/q| + m&(x;)
=a(x; (mod q)+q|xi/q|)—m|xi/q|+md(x;)
=a(x; (mod q))+aq|xilq|-m|xilq|+m(x;)
=a(x; (mod q))+(ag—m)|xi/q|+md(x;).

Kako je r = m — aq, odavde na kraju dobijamo
xi+1=a(x; (mod q))—r|xi/q|+mb(x;). (11.1)

Tri sabirka na desnoj strani preuredene jednacine (11.1) imaju nekoliko dob-
rih osobina:
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1. Prvi sabirak se uvek moZe izraCunati bez prekoracenja. Da bismo se u to
uverili, zapazimo da je 0 < a(x; (mod ¢)) < m. To sledi na osnovu &inje-
nice daje0<x; (mod q) < q,paje0<a(x; (mod g))<ag=m-r<m.

2. Ako je r < g, drugi sabirak se moZe izracunati bez prekoracenja. Naime,
ako je r < g, ili ekvivalentno r/g < 1, tadaje 0 < r |x;/q| <r-xi/q=(r/q)-
xi<l-m=m.

3. Konacno, ako je r < g, tada je faktor §(x;) u tre¢em sabirku ili 0 ili 1. Pre-
ciznije, neka je d(x;) razlika prva dva sabirka, tj. d(x;) = a(xi (mod q)) -
r|xi/q|. Tada,

0, akod(x;)=0
0(x;) =
1, akod(x;)<0.

Da bismo to videli, najpre zapazimo da je —m < d(x;) < m, postoje 0 < a(x;
(mod ¢q)) <miO0<r|x;/q| <m.Dalje, posto je 0 < x;.1 < m, sledi da je

—m+moé(x;) <d(x;) + mé(x;) = xj41<m,

ili ekvivalentno 6 (x;) < 2.

Sa druge strane,
0<xjy1=dx)+md(x;)<m+md(x;) =m(1+(x;)),

ili ekvivalentno 1+ 8(x;) > 0, tj. 6(x;) > —1. Ova i prethodna nejednakost
6(x;) <2 daju -1 < 6(x;) <2, aposto je (x;) ceo broj, sledi da je 0 (x;) ili
0ili 1. Prema tome, ako je d(x;) = 0, mora biti 6(x;) = 0, jer bi 6(x;) =1
impliciralo x;+1 = d(x;) + mo(x;) = m, §to je kontradikcija. Sli¢no, ako je
d(x;) < 0, mora biti 6(x;) = 1, jer bi §(x;) = 0 impliciralo x;+; = d(x;) +
mé (x;) <0, $to je opet kontradikcija.

Na primer, za konkretne vrednosti m = 23! ~1ia = 16807, imamo da je g =
127773 ir =2836. Stogajer < qgi—m < d(x;) < m, pa d(x;) pripada opsegu
32-bitnih oznacenih celih brojeva. Pored toga, nije ¢ak ni neophodno racunati
0(x;), posto se na osnovu provere razlike prva dva sabirka moze zakljuciti da li
treci sabirak iznosi 0 ili m. Naime, ako je d(x;) =0, tada je x;;+1 = d(x;); a ako
je d(x;) <0, tada je x;+1 = d(x;) + m. Prema tome, izracunavanje narednog
Clana x;;+; pomocuizraza (11.1) ne proizvodi prekorecenje medurezultata.

U nastavku je prikazan algoritam LCG(s) koji primenjuje ovaj pristup za
realizaciju linearnog kongruentnog generatora. U algoritmu se izracunava
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naredni pseudoslucajni broj za dati prethodni pseudoslucajni broj s, pri cemu
se koriste odgovarajuce globalne konstante mia, kaoiqgir takvedaje r < g.

LCG(s)
d=a(s (mod q))—r|s/ql;
if d = 0 then
s=d,
else
s=d+m;
return s;

Mersenov tvister

Mersenov tvister (ili krace MT) je uniformni generator pseudoslucajnih
brojeva koji je stekao veliku popularnost u poslednje vreme. On je brz, robu-
stan i ima dokazan ogromni period koji je 2'9937 — 1. Ova vrednost perioda ob-
ja$njava njegovo ime, jer je 219937 — 1 Mersenov prost broj.! Dodatno, MT ge-
neriSe pseudoslucajne brojeve koji prolaze vrlo stroge statisticke testove. Sve
ovo se dobija uz malo povecanje sloZzenosti — MT ima nekoliko parametara
dok LKG ima samo dva (a i m), kao i uz neznatno ve¢e memorijske zahteve —
MT koristi 624 memorijske reci radnog prostora dok LKG koristi samo jednu
radnu memorijsku rec.

MT generiSe niz binarnih vektora duzine w, koji pojedina¢no predsta-
vljaju uniformne pseudoslucajne brojeve iz intervala od 0 do 2% — 1 u binar-
nom zapisu. Ovi vektori se identifikuju sa memorijskim re¢ima racunara du-
Zine w, pri cemu se podrazumeva da se bit najmanje vaznosti nalazi sasvim
desno. Ako binarne vektore-vrste oznacavamo zadebljanim slovima, kao $to
sux iy, MT se zasniva na linearnoj rekurentnoj jednacini

0 0 I,, O
xk+n:xk+m+xk+1(0 I)A+xk(“6r O)A, k=0,1,2,..., (11.2)
r

gde sul, iI,_, jedinicne matrice reda r i w — r, 0 je nula matrica odgovara-
juceg reda i, na kraju, A je 0-1 matrica reda w x w. Pre nego §to objasnimo
sve parametre ove rekurentne relacije, uocite najpre da nam treba n pocetnih
vektora (semena) xg,Xj,...,X,—1. Tadaredom za k=0, 1,2,... dobijamo ostale
vektore niza X;, X, +1,Xn42, ... .

IMersenovi prosti brojevi su prosti brojevi oblika 2P — 1, gde je p pozitivan ceo broj. Obra-
tite ipak paZnju na to da je 2P — 1 prost broj samo ukoliko je p prost broj.
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Rekurentna jednacina (11.2) koja definiSe Mersenov tvister koristi neko-
liko pazljivo izabranih konstanti: prirodan broj n koji predstavlja red reku-
rentne jednacine, prirodan broj m takav da 0 < m < n, prirodan broj r takav
da 0 <r < wi, nakraju, 0-1 matricu Areda w x w.

Mada rekurentna jednacina (11.2) izgleda komplikovano, moZemo je na-
pisati na sledeci nacin:

Xeon =Xpem ® (0, 0, 2L A), k=012, (1)

Ovde simbol ® oznacava operaciju EXCLUSIVE-OR nad bitovima, a zapis

k k k+1 k+1)

(X1 oo X X5 Xy

oznacava vektor dobijen spajanjem visih w — r bitova vektora x i niZih r bi-
tova vektora x;;;. Primetimo da se ovaj vektor moze lako izracunati najpre
maskiranjem odgovarajuéih delova vektora x; i Xx41, @ zatim njihovim kom-
binovanjem operacijom OR nad bitovima.

Matrica A ima oblik koji omogucava da se ona moZe brzo pomnoZiti sa
leve strane. Taj oblik je:

0 1 0 0
0 0 1 0
A = . . . . . ’
0 0 0 ST |
ay-1 Aw-2 aw-3 -+ do

gde je a = (ay-1,aw-2,...,a0) pazljivo izabran konstantni vektor. Nije onda
tesko proveriti da vazi

x> 1, ako xp =0
X.A_
x>1)®a, akoxy=1.

gde je X = (Xy-1,Xyw-2,...,X9) proizvoljni vektor i x > i oznacava operaciju
pomeranja vektora x udesno za i bitova.

Prema tome, celokupno izracunavanje rekurentne jednacine (11.3) moze
se obaviti primenom isklju¢ivo operacija nad bitovima, ta¢nije operacijama
pomeranja, EXCLUSIVE-OR, AND i OR.

Da bi se dobila dobra uniformnost generisanih vektora, svaki vektor izra-
cunat na osnovu relacije (11.3) se dodatno mnoZi sa desne strane regularnom
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0-1 matricom T reda w x w. Ova takozvana matrica uniformnosti T se impli-
citno definiSe tako da se, za dati vektor x, proizvod y = xT izracunava prime-
nom sledec¢ih sukcesivnih transformacija:

y=X& X> u)
y=ye((y<s) ®b)
y=yo(y<ec
y=yo(y>1)

Ovde su parametri u, s, i/ celi brojevi izmedu 11 w—1, b i ¢ su konstantni
vektori, X « i oznacava operaciju pomeranja vektora x ulevo za i bita, a ®
oznacava operaciju AND nad bitovima.

Algoritam MT (x(0),x(1),...,x(n— 1)) za Mersenov tvister je prikazan u na-
stavku. U njemu se koristi globalni niz od »n binarnih vektora x(0), x(1),...,
x(n — 1) veli¢ine memorijske rec¢i. Ovi globalni vektori predstavljaju binarni
zapis neoznacenih celih brojeva i po€etno dobijaju vrednosti nenula vektora-
semena.

MT(x(0),x(1),...,x(n—1))
[ Spojiti w — r visih bitove x(0) i r nizih bitova x(1) |
y=0 2 xl LX)
[ Pomnoziti y sdesna matricom A |
if x; =0 then
y=y>1;
else
y=@y>1)eoa
[ Po bitovima rezultatu dodati po modulu 2 srednji element x,, |
Y=Xm @Y,
[ Pomnoziti rezultat s desne strane matricom T |
y=yeo (> u);
y=yo(y<s)®b);
y=ye(ly<nec)
y=ye(y>l);
[ Pomeriti globalne vektore cirkularno |
fori=1ton-1do
x(i —1) =x(i);
x(n-1 =Yy,
[ Vratiti kao rezultat naredni pseudosluéajni broj |
returny;
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Nakon izracunavanja narednog vektora-pseudoslu¢ajnog broja u svakoj
iteraciji algoritma MT, vrednosti globalnih vektora x(0),x(1),...,x(n—1) se cir-
kularno zamenjuju za sledecu iteraciju. Tako, novi vektor x(0) dobija vrednost
starog vektora x(1), novi vektor x(1) dobija vrednost starog vektora x(2), i tako
dalje sve do novog vektora x(n —2) koji dobija vrednost starog vektora x(n —1).
Na kraju, novi vektor x(n — 1) dobija aktuelnu vrednost izracunatog vektora.

Prema opstoj teoriji linearnih rekurentnih jednacina, niz brojeva generi-
sanih relacijom (11.2) ima maksimalni period 2"*~" — 1 pod nekim uslovima
koji uti¢u na izbor parametara. Pored toga, slucajnost brojeva celog perioda
ne zavisi od izbora pocetnih vektora, ukoliko bar jedan od njih nije nula.

Da rezimiramo, MT zavisi od dva skupa parametara:

1. Parametri perioda odreduju period generisanog niza brojeva. To su celi
brojevi w (velicina memorijske reci), n (red rekurentne jednacine), m (sred-
nji element) i r (deobna tacka memorijske reci), kao i jedan binarni vektor
a (matrica A).

2. Parametri uniformnosti odreduju kvalitet uniformnosti generisanog niza
brojeva. To su celi brojevi u, s, til, kao i dva binarna vektorabi c.

Radi ilustracije, u tabeli 11.1 su navedene vrednosti ovih parametara iz
originalne verzije Mersenovog tvistera. Te vrednosti obezbeduju kako pun pe-
riod 2"*~" —1 tako i dobru uniformnost generisanog niza brojeva. Vrednosti
za binarne vektore a, b i ¢ su date u heksadecimalnom zapisu.

Parametri perioda Parametri uniformnosti

w n m r a u|s t l b c

32 | 624 | 397 | 31 | 9908BODF || 11 | 7 | 15 | 18 | 9D2C5680 | EFC60000

TABELA 11.1: Parametri za Mersenov tvister (MT19937).





